Escolha envolvendo risco

Roberto Guena de Oliveira
14 de junho de 2023

usp



Estrutura da aula

Mercados contingentes



Estrutura da aula

Mercados contingentes

Utilidade esperada



Estrutura da aula

Mercados contingentes
Utilidade esperada

Posturas diante do risco
Definicoes

Representacoes graficas



Estrutura da aula

Mercados contingentes
Utilidade esperada

Posturas diante do risco
Definicoes

Representacoes graficas

Dominancia estocastica

Distribuicao de probabilidades: recordacao



Colocagao do problema

Muitos problemas econdmicos relevantes, tais como escolha de carreira, decisoes
de investimento, etc., relacionam-se a escolhas cujos resultados dependem de
variaveis futuras com valores nao previamente conhecidos. Nesses casos,
dizemos que a escolha é feita sob risco.

De que maneira 0s agentes lidam com esses problemas?

O mercado € um mecanismo eficiente para lidar com situacoes de risco?



Mercados contingentes



Estado da natureza

Definicao

Um estado da natureza ou estado do mundo ou, simplesmente, resultado € uma
especificacao completa dos valores de todas as variaveis relevantes em uma
determinada data.

Exemplo

Suponha um mundo em que tudo dependa de dois langamentos seguidos de
uma moeda. Notemos por C a ocorréncia de cara e por R a ocorréncia de coroa.
Os estados de natureza sao:

(C,0),(C,R), (R, C),(R,R)



Definicao

Um evento @ um conjunto de estados de natureza. Dizemos que um evento
ocorre quando ocorre um de seus elementos.

Exemplo

Em um mundo no qual tudo depende de dois lancamentos seguidos de moedas,
sao, entre outros, eventos: “o primeiro lancamento dar cara” — {(C,R), (C,C)} — e
“o primeiro lancamento resulta diferente do segundo lancamento” —

{(C,R), (R, O)}-



Redefinindo mercadoria

Mercadoria

Em mercados contingentes, uma mercadoria € um bem a ser entregue desde que
ocorra um determinado evento.

Exemplo

Em um mundo no qual tudo depende de dois lancamentos seguidos de moedas,
e so existe dinheiro, sao, entre outras, mercadorias: “RS 1,00 caso o primeiro

lancamento der cara”, “R$ 1,00 caso os dois langamentos dém cara” e “RS$ 1,00
independentemente dos resultados dos dois lancamentos.”



Mercados contingentes

Sao mercados em que ha negociacao de mercadorias definidas em funcao de
diferentes eventos.



Consumo contingente

Um plano de consumo contingente € uma descricao completa das quantidades
consumidas de cada bem em cada possivel estado de natureza.



Mercados contingentes: exemplo

Considere um mundo no qual ha apenas dois estados de natureza:

Estado b Parte do patrimonio de um consumidor é detruida.

Estado g O patrimonio do consumidor € mantido intacto.
- As preferéncias desse consumidor dependem apenas do valor de seu
patrimonio em cada um desses estados.

- Ha um mercado de seguros que oferece um seguro contra o estado b
cobrando, nos dois estados de natureza, v reais por R$1,00 segurado.



Exemplo - restricao or¢camentaria

Sejam

Wg 0 patrimonio no estado b quando nao é feito o seguro.
w9 o patrimonio no estado g quando nao é feito o seguro.
Wy 0 patrimonio no estado b
Wg 0 patrimonio no estado g

K o valor segurado



Exemplo - restricao or¢camentaria

Sejam

Entao

Wg 0 patrimonio no estado b quando nao é feito o seguro.
WS 0 patrimdnio no estado g quando nao é feito o seguro.
Wy 0 patrimonio no estado b
Wg 0 patrimonio no estado g

K o valor segurado

wg=wy—vK e wy=wp+K(1-7)



Exemplo - restricao or¢camentaria

Sejam
Wg 0 patrimonio no estado b quando nao é feito o seguro.
WS 0 patrimdnio no estado g quando nao é feito o seguro.
Wy 0 patrimonio no estado b
Wg 0 patrimonio no estado g
K o valor segurado
Entao

wg=wy—vK e wy=wp+K(1-7)
Resolvendo as duas equacoes, de modo a eliminar o K, obtemos
Y

g 0 0
W —Wp =W —W
g+1—’}/b g+1—’7 b



Exemplo — escolha do consumidor

Se as preferéncias do consumidor forem representadas pela funcao de utilidade
U(WD7WQ)7

seu problema é escolher wy, e wg de modo a maximizar essa func¢ao, respeitando
a restricao orcamentaria:

o+ e = W5+ Wb
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Exemplo - escolha do consumidor

Wg

(g.9)

Wh

1



Exemplo - escolha do consumidor

Wg

Wh

1



Exemplo - escolha do consumidor

Wg

1



Exemplo - escolha do consumidor

Wg

1



Abordagem de Arrow Debreu

Uma economia na qual existe risco pode ser representada por um modelo de
equilibrio geral no qual existe uma mercadoria para cada bem fisico a ser
disponibilizado em cada data, localidade e evento. Podemos denominar esse tipo
de mercadoria de mercadoria atomica ou mercadoria de Arrow Debreu.

Nessa economia, todos os resultados derivados em nosso modelo de equilibrio
geral se aplicam. Para que isso ocorra, € necessario, entre outras coisas, supor
que 0s mercados da economia sao completos, ou seja, que existe um mercado
para cada mercadoria atomica.

12



Estados de natureza em periodos suscessivos
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Definicao
Uma loteria &€ um conjunto de prémios alternativos e mutuamente excludentes,
C1,C2,...,Cn sendo que o prémio i (parai=1,2,...,n) éassociado a uma

probabilidade de ocorréncia «; de tal sorte que >, 7w = 1.
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Definicao
Uma loteria &€ um conjunto de prémios alternativos e mutuamente excludentes,
C1,C2,...,Cn sendo que o prémio i (parai=1,2,...,n) éassociado a uma

probabilidade de ocorréncia ; de tal sorte que >, m; = 1. Os prémios podem
ser cestas de bens, prémios monetarios ou outras loterias.
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Definicao
Uma loteria &€ um conjunto de prémios alternativos e mutuamente excludentes,
C1,C2,...,Cn sendo que o prémio i (parai=1,2,...,n) éassociado a uma

probabilidade de ocorréncia ; de tal sorte que >, m; = 1. Os prémios podem
ser cestas de bens, prémios monetarios ou outras loterias.

notacao

= (C1,C2,...,Cn;7T1,7Tz,...,7Tn)
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Loterias simples e compostas

Loteria simples: Os prémios alternativos ¢y, ¢y, ..., Cny N30 sao loterias;
Loteria composta: Ao menos um dos prémios é uma loteria.

Forma reduzida de uma loteria: € a loteria simples sem prémios repetidos que
da as probabilidades com que a loteria, composta ou nao, pagara
prémios que nao sao loterias.



Se uma loteria simples nao apresenta prémios repetidos ela &€ a sua propria
forma reduzida. Por exemplo, se ¢y e ¢; sao dois prémios que nao sejam loterias
tais que ¢1 # ¢, entao a forma reduzida de (¢q, ¢y; m1, ™) € @ mesma loteria

(C1, Co; 1, ).

Se uma loteria simples apresenta um ou mais prémios repetidas vezes, sua forma
reduzida apresenta cada prémio repetido apenas uma vez. Por exemplo, a loteria
(c1, €1, C2; ™1, T2, 3) tem forma reduzida (¢, ¢2; m + o, m3).



Reduzindo uma loteria composta a uma loteria simples: Exemplo

Suponha as seguintes loterias nas quais ¢y, ¢; nao sao loterias:
o1 2.2 .3 3
L1:(C1,C2,7T1,7T2) L2:(C1,C2,7T1,772) el_3:(l_’|,L2,771,772)

A forma reduzida da loteria L3 é

.31, .32 31, 32
(1, Co mymy + Moy, w My + M)



Preferéncias sobre loterias: hipoteses

Preferéncias completas: L; 7 Lj e/ ou L; 7 L;, para quaisquer possiveis loterias L;
€ Lj.

Preferéncias transitivas: Para quaisquer loterias possiveis L;, Lj, L, se L; 7 Lj e
Lj 2 Ly, entao L; 7 Lg.

Equivaléncia de loterias: para duas loterias possiveis quaisquer L; e L; com a
mesma forma reduzida, L; ~ L;.



Preferéncias sobre loterias: hipoteses (continuacao)

Axioma da independéncia: Sejam L;, L; e Ly, trés loterias possiveis quaisquer
entao L; 7 L; se, e somente se,

(Lia Ly m, 1= 7T) r'>\: (Lj7Li?;7T71 - ﬂ-)'

Hipotese de continuidade: Sejam L;, L; e Ly, trés loterias possiveis quaisquer.
Entao os conjuntos

{me[0,1]: (L, Ljm,1—7) Z Le}

{m€[0,1]: Le = (Lj, Ljim, 1 — )}
sao fechados.

20



Utilidade Esperada

Suponha uma consumidora com preferéncias completas, transitivas, que
atendem ao principio de equivaléncia de loterias, ao aximo da independéncia e a
hipotese de continuidade. Von-Neumann e Morgenstern mostram que para essa
consumidora existem uma funcao de utilidade U(L) e uma funcao u(c) na qual ¢
representa um resultado qualquer entre todos os resultados possiveis nas
formas reduzidas das loterias, tais que, para qualquer loteria L, com forma
reduzida (¢y, Ca, ..., Cn; M, T2, ..., Tn)

U(L) = Zn:w,u(q) = Eu(c).
i=1

21



Utilidade Esperada

A funcao U(L) do slide anterior é chamada funcao de utilidade de Von-Newmann
e Morgenstern. A funcao u(c) e chamada funcao de utilidade de Bernouille. Note
que caso L; seja uma loteria que pague o prémio seguro ¢ com 100% de certeza,
entao a utilidade de L sera

U(L1) = U(c; 1) =1 x u(c),

0 que significa que u(c) representa a utilidade de receber o pagamento seguro ¢ e
que a utilidade de uma loteria L com forma reduzida (¢, Cp, ..., Cn; T, T2, ..., )
sera igual ao valor experado das utilidades da consumidora quando ela recebe
cada um dos pagamentos ¢y a ¢, com respectivas probabilidades m a m,.

22



Utilidade esperada e loterias compostas

Considere duas loterias com formas reduzidas

T A 1.1 1
L']:(Cw,CZ,...,Cn,ﬂ"|7772,...77rn)

8
(2 2 2.2 2 2
Lz—(C1,C2,...,Cm,7T1,7T2,...,’/Tm)

e a loteria composta
L3 = (L1, Ly; 3, 73)

U(L1) = mic) + myc) + - - - +mheh

U(Ly) = m2cl + m3c + - + 2

23



Utilidade esperada e loterias compostas (continuagao)

Pela hipotese de equivalencia de loterias, L3 € indiferente a

1 1.2 2 2.
(C1,C35- -+, Cny €5, Coy ey Cons

3.1 .31 3,1 .32 _3_2 3,2
T Ty T Ty e oy Ty Ty TS« ooy T Ty )

Logo,

U(Ls) =
Wfﬂd + W?W; qP °°o IF 7T137T:7 + 7T§7T12C12 + 71'371'% qP 000 ¢ 7r§7rr2n =
m(ma +m 4 ) + m (TG T+ 4 )

= w3 U(L) + m3U(Lp)

2%



Transformacgoes afim

Definicao
Caso tenhamos V(-) = a+ bU(-) com a,b € R e b > 0. Dizemos que V(-) € uma

transformacao monotonica afim de U(-).
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Transformacgoes afim

Definicao
Caso tenhamos V(-) = a+ bU(-) com a,b € R e b > 0. Dizemos que V(-) € uma
transformacao monotonica afim de U(-).

Propriedade da utilidade esperada
U(+) e V() sao funcoes de utilidade que representam as mesmas preferéncias e

tém propriedade utilidade esperada, se, e somente se, forem transformacoes
monotdnicas afim uma da outra.
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Transformacgoes afim

Definicao
Caso tenhamos V(-) = a+ bU(-) com a,b € R e b > 0. Dizemos que V(-) € uma

transformacao monotonica afim de U(-).

Propriedade da utilidade esperada
U(+) e V() sao funcoes de utilidade que representam as mesmas preferéncias e

tém propriedade utilidade esperada, se, e somente se, forem transformacoes
monotdnicas afim uma da outra.

Concavidade ‘ . o
Note que a concavidade ou convexidade de uma funcao é preservada por

transformacoes monotonicas afim.
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Valor esperado de uma loteria

Caso uma loteria
(C1,C2y -+, Cni M1, T2y« o« , M)

ofereca apenas prémios monetarios, é possivel definir o valor esperado dessa
loteria por

n
VE = mC1 + mC) + -+ + mnCp = Zﬂ'ici
=1

26
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Aversao ao risco - .
Diz-se que um consumidor é aveso ao risco caso ele prefira o valor esperado dos

prémios de uma loteria com prémios monetario a essa loteria.
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Aversao ao risco - .
Diz-se que um consumidor & aveso ao risco caso ele prefira o valor esperado dos
prémios de uma loteria com prémios monetario a essa loteria.

Propengao ao risco ‘ _
Diz-se que um consumidor é propenso ao risco caso ele prefira uma loteria com
prémios monetario ao valor esperado dos prémios dessa loteria.
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Aversao ao risco - .
Diz-se que um consumidor & aveso ao risco caso ele prefira o valor esperado dos

prémios de uma loteria com prémios monetario a essa loteria.

Propengao ao risco ' _
Diz-se que um consumidor é propenso ao risco caso ele prefira uma loteria com

prémios monetario ao valor esperado dos prémios dessa loteria.

Neutralidade frente ao risco S
Diz-se que um consumidor é risco neutro caso ele seja indiferente entre uma

loteria com prémios monetario e o valor esperado dos prémios dessa loteria.
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Utilidade esperada: representacao grafica

utilidade
u(wr)
u(wo)
riqueza
Wo Wi
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Utilidade esperada: representacao grafica

utilidade
u(wq)
u(wo)
‘ riqueza
Wo We= Wr

TFWO+(1—7T)W1:

Wo+(1—7)(w1—wo)
31



Utilidade esperada: representacao grafica

utilidade
u(wq) 5
u(wo) .
‘ riqueza
Wo We= Wi

TFWO+(1—7T)W1:

Wo+(1—7)(w1—wo)
31



Utilidade esperada: representacao grafica

utilidade
u(wq) 5
)
/
//
X 7 .
///
/
//
u(wo) .
riqueza
Wo We= Wr

TFWO+(1—7T)W1:

Wo+(1—7)(w1—wo)
31



Utilidade esperada: representacao grafica

utilidade
u(wq) 5
¢
X

u(wo)

A B
riqueza

Wo We= Wr

TFWO+(1—7T)W1:

Wo+(1—7)(w1—wo)
31



Utilidade esperada: representacao grafica

utilidade
E ABC ~ ADE
u(wq)
C

X

u(wo) p ; 5
riqueza
Wo We= Wi

TFWO+(1—7T)W1:

Wo+(1—7)(w1—wo)
31



Utilidade esperada: representacao grafica

utilidade
E ABC ~ ADE = i = E
U(W1) B AD
C
X
u(wo) p ; 5
riqueza
Wo We= Wi

TFWO+(1—7T)W1:

Wo+(1—7)(w1—wo)
31



Utilidade esperada: representacao grafica

utilidade

E ABC ~ ADE = i = E

u(wr) AB  AD
BC = x — u(wp)
C
X
u(wo) p ; 5
riqueza
Wo We= Wi

TFWO+(1—7T)W1:

Wo+(1—7)(w1—wo)
31



Utilidade esperada: representacao grafica

utilidade

E ABC ~ ADE = i = E

u(wr) AB  AD
BC = x — u(wp)
N ¢ AB =wp + (1 —7)(wq — wp) — W
u(wo) p ; 5
riqueza
Wo We= Wi

TFWO+(1—7T)W1:

Wo+(1—7)(w1—wo)
31



Utilidade esperada: representacao grafica

utilidade
3 ABC ~ ADE = i = E

u(wr) AB  AD

BC = x — u(wyp)
N ¢ AB =wp + (1 —7)(wq — wp) — W

DE = u(w;) — u(wp)

u(wo) p ; 5

riqueza
Wo We= Wi

TFWO+(1—7T)W1:
Wo+(1—m)(wr1—wo)
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Utilidade esperada: representacao grafica

utilidade
E ABC ~ ADE = i = E
u(wr) AB  AD
BC = x — u(wp)
N ¢ AB =wp + (1 —7)(wq — wp) — W
DE = u(wq) — u(wp)
u(wo) AD = wqp — wy
A B D
riqueza
Wo We= Wi

TFWO+(1—7T)W1:
W0+('|77I')(W17W0)
31



Utilidade esperada: representacao grafica

utilidade
E ABC ~ ADE = i = E
u(wr) AB AD
BC = x — u(wp)
N ¢ AB =wp + (1 —7)(wq — wp) — W
DE = u(wq) — u(wp)
u(wo) D= i =ty
. . b X — u(wp) u(wq) — u(wo)
(1 = 7T)(W1 = Wo) Wy — Wo
riqueza
Wo We= Wi

TFWO+(1—7T)W1:
W0+('|77I')(W17W0)
31



Utilidade esperada: representacao grafica

utilidade
£ ABC ~ ADE = i = E
u(wr) AB AD
BC = x — u(wp)
N ¢ AB =wp + (1 —7)(wq — wp) — W
DE = u(wq) — u(wp)
u(wo) AD = wn — W
. . b X — u(wp) _u(wy) — u(wo)
(1 = 7T)(W1 = Wo) Wy — Wo
e X = UWO) (1 = m[u(wr) — u(wo)]
Wo We= Wi

TFWO+(1—7T)W1:
W0+('|77I')(W17W0)
31



Utilidade esperada: representacao grafica

utilidade
: ABC ~ ADE = 2 = DE
U(W1) AB AD
BC = x — u(wo)
. c AB=wo+ (1—7)(wy — wp) — wo
DE = u(wy) — u(wo)
u(wo) AD = v
A B D X—u(wo)  _ u(w)—u(wo)
(1—7)(wy — wp) W1 — Wo
riqueza X = u(wo) + (1 — m)[u(wr) — u(wo)]
wo e wi x = mu(wo) + (1 — m)u(wr)

TFWO+(1—7T)W1:

Wo+(1—7)(w1—wo)
31



Utilidade esperada: representacao grafica

utilidade
: ABC ~ ADE = oS¢ — DE
u(wr) AB  AD
BC = x — u(wp)
e C AB = wo + (1 — m)(wy — wp) — Wo
DE = u(w;) — u(wp)
u(wo) AD = wn — wo
A B b X — u(wp) _u(wy) — u(wo)
(1 = 7T)(W1 = Wo) Wy — Wo
v X = u(wo) + (1 —m)[u(wq) — u(wo)]
Wo We= W X = WU(WO) + (1 — F)U(Wq) = Ul

TFWO+(1—7T)W1:

Wo+(1—7)(w1—wo)
31



utilidade

u(w1)

UE

u(wo) 1

Wo

We

riqueza

Aversao ao risco: representacao grafica
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Aversao ao risco: representacao grafica

utilidade
u(w)
u(wi)
UE 7
u(wo) g
riqueza
Wo We W1
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Aversao ao risco: representacao grafica

utilidade
u(w)

u(w) p
u(we) //

UE Z
u(wo) g

riqueza
Wo We Wn
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utilidade

u(w1)

UE

u(wo) 1

Wo

We

riqueza

Propensao ao risco: representacao grafica
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utilidade

u(w1)

UE

u(wo)

u(w)

Wo

We

riqueza

Propensao ao risco: representacao grafica
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utilidade

u(w1)

UE

u(we)

u(wo)

u(w)

Wo

We

riqueza

Propensao ao risco: representacao grafica
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utilidade

u(w1)

Neutralidade frente ao risco: representacao grafica

UE

u(wo) 1

Wo

We

riqueza
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Neutralidade frente ao risco: representacao grafica

utilidade
u(w)
u(wi)
u(we)=UE
u(wo)
riqueza
Wo We W1
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Equivalente Seguro _ o
O equivalente seguro de uma loteria monetaria é o valor 100% seguro que o

consumidor considera indiferente a loteria.

35



Equivalente Seguro _ o
O equivalente seguro de uma loteria monetaria € o valor 100% seguro que o

consumidor considera indiferente a loteria.

Prémio do risco . L
O premio do risco de uma loteria monetaria e a diferenca entre o valor esperado

dessa loteria e seu equivalente seguro.
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Exemplo numeérico

Funcao de utilidade V. Neumann - Morgenstern: u(w) = v/w
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Exemplo numeérico

Funcao de utilidade V. Neumann - Morgenstern: u(w) = v/w

Valores que w pode assumir: 9 com 50% de chance ou 25 com 50% de chance.
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Exemplo numeérico

Funcao de utilidade V. Neumann - Morgenstern: u(w) = v/w

Valores que w pode assumir: 9 com 50% de chance ou 25 com 50% de chance.

9425

17
2

Valor esperado: VE =
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Exemplo numeérico

Funcao de utilidade V. Neumann - Morgenstern: u(w) = v/w

Valores que w pode assumir: 9 com 50% de chance ou 25 com 50% de chance.

9425
= =
345

Utilidade esperada: UE = — 4

Valor esperado: VE = 17
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Exemplo numeérico

Funcao de utilidade V. Neumann - Morgenstern: u(w) = v/w

Valores que w pode assumir: 9 com 50% de chance ou 25 com 50% de chance.

9425
= =

Valor esperado: VE = 17

345

Utilidade esperada: UE = >

4

Equivalente seguro: VES =4 = ES =16
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Exemplo numeérico

Funcao de utilidade V. Neumann - Morgenstern: u(w) = v/w

Valores que w pode assumir: 9 com 50% de chance ou 25 com 50% de chance.

9425
= =

Valor esperado: VE = 17

345

Utilidade esperada: UE = >

4

Equivalente seguro: VES =4 = ES =16

Prémio do risco: PR=VE—ES=17—-16 =1

36



Equivalente seguro e prémio de risco: representacao grafica

utilidade
u(w)
u(wi)
UE v
u(wo) g
riqueza
Wo We W1
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utilidade

u(w1)

UE

u(wo)

Equivalente seguro e prémio de risco: representacao grafica

Wo

ES We

W

riqueza
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Equivalente seguro e prémio de risco: representacao grafica

utilidade
u(w)
u(wi) p
UE > PR
u(wo) g
riqueza
Wo ES We W
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Medidas de Arrow-Pratt de aversao ao risco

Aversao absoluta R4

u/I(W)
o u(w)
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Medidas de Arrow-Pratt de aversao ao risco

Aversao absoluta R4

u/I(W)
S u(w)

Ra =

Interpretacao
variacao % na UMg
~ variagao nariqueza

Taxa de variagao da UMg em relacao a
riqueza.
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Medidas de Arrow-Pratt de aversao ao risco

Aversao absoluta R4 Aversao relativa Ry
R )
U w)
"
)
u'(w)
Interpretacao

variacao % na UMg
~ variagao nariqueza

Taxa de variagao da UMg em relacao a
riqueza.
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Medidas de Arrow-Pratt de aversao ao risco

Aversao absoluta R4 Aversao relativa Ry
R )
U w)
Interpretacao
1
Ry = _Uw), variacao % na UMg
u'(w) Rp =

" variacao % na riqueza
Elasticidade da UMg em relacao a

Interpretacao )
P § riqueza.

variacao % na UMg
~ variagao nariqueza

Taxa de variagao da UMg em relacao a
riqueza.
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Funcao de utilidade com aversao absoluta ao risco constante (CARA)
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Funcao de utilidade com aversao absoluta ao risco constante (CARA)
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Funcao de utilidade com aversao absoluta ao risco constante (CARA)
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Funcao de utilidade com aversao absoluta ao risco constante (CARA)

CARA e o prémio derisco . . . )
Seja € =w — Ew, em que W € a riqueza incerta de um investidor e E & o operador

esperanga matematica. Se suas preferéncias forem CARA, o prémio de risco p(W)

sera )
_ InEe9

a
Tal prémio depende apenas da distribuicao do desvio em relacao ao valor
esperado e nao desse valor esperado.
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A riqueza de um investidor pode assumir os valores R$11 milhoes ou RS9 milhoes,
ambos com probabilidade de 50%. Sua funcao de utilidade de Bernouille &

em que w e medido em RS milhoes. Pergunta-se:

1. Qual o coeficiente de aversao absoluta ao risco desse investidor?

2. Qual o prémio de risco desse investidor considerando a distribuicao de
probabiliade de sua riqueza?

3. Se essa distribuicao de probabilidade se alterar para R$15 milhoes e R$13
milhoes, ambos valores com probabilidade de 50%, qual sera o novo prémio
de risco?
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Funcao de utilidade com aversao relativa ao risco constante (CRRA)

Inw sea="1

() = {M sea # 1
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Funcao de utilidade com aversao relativa ao risco constante (CRRA)

wl—a
=g Sea#1

Inw sea="1

—a(1—a)w— (@D

(—qw=— —a casoa #1

— W
RR: *iz
—WlW = casoa =1

w
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Utilidade CRRA e prémio do risco

Seja, (W) a variavel aleatoria que representa a renda incerta do investidor e sejam
W — Ew
Ew
e o prémio de risco relativo p definido por

g =

u[(1 — p)EW] = Eu(W) = Eu[(1 + £)EW]
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Utilidade CRRA e prémio do risco

Seja, (W) a variavel aleatoria que representa a renda incerta do investidor e sejam
W — Ew
Ew
e o prémio de risco relativo p definido por

g =
u[(1 — p)EW] = Eu(W) = Eu[(1 + £)EW]

Entao, para um consumidor com utilidade CRRA,

1
p=1— [Em n 5)“*“} =
O prémio de risco como fracao da riqueza esperada (prémio de risco relativo)
depende apenas da distribuicao dos desvios da riqueza como fracoes da riqueza

esperada (desvios relativos).
0



A riqueza esperada de um investidor € R$1000. A distribuicao de probabilidade
de sua riqueza é tal que esta pode ser 10% superior ou 10% inferior a esse valor,
com iguais probabilidades de 50%.Sua funcao de utilidade de Bernouille &

u(w) = vw.
Pergunta-se:

1. Qual o coeficiente de aversao relativa ao risco desse investidor?

2. Qual o prémio relativo de risco desse investidor considerando a distribuicao
de probabiliade de sua riqueza?
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Exemplo (continuacao)

A riqueza esperada de um investidor € R$1000. A distribuicao de probabilidade
de sua riqueza é tal que esta pode ser 10% superior ou 10% inferior a esse valor,
com iguais probabilidades de 50%.Sua funcao de utilidade de Bernouille &

Pergunta-se:

3. Qual seu prémio de risco em RS?

4. Se ariqueza esperada desse consumidor fosse R$2 000, e a distribuicao do
desvio relativo fossa a mesma, qual seria seu prémio relativo de risco? E seu
prémio de risco em RS?
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Dominancia estocastica




Estrutura da aula

Dominancia estocastica

Distribuicao de probabilidades: recordacao
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Introducao

O conceito de dominancia estocastica ajuda a comparar alguns planos de
investimento sem o conhecimento da funcao de utilidade do investidor. Usamos
dois conceitos de dominancia estocastica. O conceito de dominancia estocastica
de primeira ordem fornece um critério que, quando atendido, garante que um
determinado plano de investimento sera considerado superior ao outro para
qualquer investidor com funcao de utilidade de Bernouille monotonica. O
conceito de dominancia estocastica de segunda ordem fornece um critério que
quando atendido garante que um determinado plano de investimento é superior
a outro para qualquer investidor com funcao de utilidade de Bernouille
monotonica e concava.
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Funcao de distribuicao acumulada (CDF)

Seja W uma variavel real aleatoria. Sua funcao de distribuicao acumulada (CDF),
acumulada até um determinado valor w, F(w), € definida por

F(w) = P(w < w).
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Funcao de distribuicao acumulada (CDF)

Seja W uma variavel real aleatoria. Sua funcao de distribuicao acumulada (CDF),
acumulada até um determinado valor w, F(w), € definida por

F(w) = P(w < w).

Se a fungao F(w) for diferenciavel, definimos a fungao de densidade de
probabilidade (PDF) f(w) como

47



Funcao de distribuicao acumulada (CDF)

Seja W uma variavel real aleatoria. Sua funcao de distribuicao acumulada (CDF),
acumulada até um determinado valor w, F(w), € definida por

F(w) = P(w < w).

Se a fungao F(w) for diferenciavel, definimos a fungao de densidade de
probabilidade (PDF) f(w) como

A probabilidade da variavel w assumir valor entre w; e w,, com w; < wy €

Bl < <= ) = El) = B = | e
Wi 47



Exemplo 1: distribuicao de probabilidade uniforme

Diz-se que uma variavel W tem distribuicao de probabilidade uniforme caso,
existam w; e wy tais que w; < w, e que

0 caso w < w;

wW—w
Wy —Ww,

1 caso w > wy

F(w) = casow; < w < wy -

Nesse caso, a funcao de densidade de probabilidade é
1

fw) = § P

0 caso contrario

caso w; < w < wy
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Distribuicao de probabilidade uniforme

CDF PDF

P Dendidade

T S L E——
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
W

‘ ‘
W Wy W,
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Exemplo 2: distribuicao de probabilidade exponencial

Uma variavel aleatoria w tem distribuicao de probabilidade exponencial caso

. 0 casow < 0
Fiy =4
T—e™ casow >0

sendo A > 0 um parametro da distribuicao.

Nesse caso, a funcao de densidade de probabilidade sera

f(w){o casow <0

e casow >0
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Distribuicao de probabilidade exponencial

CDF oDF

Densidade

)\ <
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Exemplo 3: distribuicao normal

Dizemos qua uma variavel aleatoria w tem distribucao de probabilidade normal

1 x=p\2
Fw) = — /W 2 (7) gy,

oV 2T

aso,

sendo u e o > 0 parametros dessa funcao.

A funcao de densidade de probabilidade associada a distribuicao normal &

RICO
i) = —=ei ()
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Distribuicao de probabilidade normal

Grafico da CDF Grafico da PDF

p P
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Exemplo: distribuicao discreta

Suponha que W seja igual ao numero de vezes que, em 10 lancamentos de uma
moeda, ela cai com a face “cara” voltada para cima. w pode assumir qualquer um
dos valores 0,1,...10. A probabilidade de cada um desses valores & descrita pela

funcao
- 10! 1 10\ 1
,D = = 0 = = .
W=w) = Ao —wyiwi 20 (w) 210

na qualw € {1,...,10}. Para qualquer w € R,
W

10\ 1
Fw) =2 ( j ) 210
i=0

!
na qual w = max{v e Zy : v<w}
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Exemplo: distribuicao discreta (continuacao)

Probabilidades

O O~NOoOUEWN R oS
O

—

o =

S 1

% =

=

N
o
=
o
S
=
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Exemplo: distribuicao discreta (continuacao)

Probabilidades Distribuicao de probabilidades
Y p

=
=
=
I
=

O W NO U~ WN R O
S
)
S
a

=
o

=

o

o

=

—_

N¢---e

Wh---------

- ——-—---—--9
Jig-—----—--——-——-—--——-»
OV ---—----------%
~Np--------o

0 ¢P---o

\O de

—_

of
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Exemplo: distribuicao discreta (continuacao)

CDF

Intervalo F(w)

w<0 0.000
0<w<1 0.001
1T<w<?2 0.011
2<w<3 0.055
3I<w<h 0.172
4L<w<5 0.377
5<w<6 0.623
6<w<7 0.828
7<w<8 0.945
8§<w<9 0.989
9<w<10 0.999
w > 10 1.000
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Exemplo: distribuicao discreta (continuacao)

CDF Grafico da CDF
Intervalo F(w) P
w <0 0.000
0<w<1T 0.001 [ =t
1T<w<?2 0.01 0.8 ._O
2<w<3 0.055 i 5
3I<w<4 0.172 06| ._O
4<w<5 0.377 :
5<w<b 0.623 0.4 | I
6<w<7? 0.828 ]
7<w<8 0.945 02+ —
8<w<9 0.989 !
9<w<10 0.999 —23
w > 10 1.000 1723 4567 8 91011
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Dominancia estado a estado

Definicao

Dizemos que uma variavel aleatorioa X
domina estado a estado outra variavel
aleatoria ¥/, caso, em todos os estados de
natureza possiveis, o valor realizado de X
seja maior ou igual ao valor realizado de
¥ e, em ao menos um estado de
natureza, o valor realizado de X seja
maior do que o valor realizado de V.
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Dominancia estado a estado

Definicao Exemplo:
Dizemos que uma variavel aleatorioa X Considere duas apostas sobre o
domina estado a estado outra variavel resultado do lancamento de um dado

aleatoria ¥, caso, em todos os estados de  com 0s seguintes pagamentos:
natureza possiveis, o valor realizado de X
seja maior ou igual ao valor realizado de Aposta O & & &
¥ e, em ao menos um estado de

natureza, o valor realizado de X seja
maior do que o valor realizado de V.

A =1 i =1 A =i i
B -1 1 -1 1 1 1

A aposta B domina estado a estado a
aposta A.
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Dominancia estocastica: Exemplo

Evento A B

BEHOMNOD
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Dominancia estocastica: Exemplo

Evento A B

Probabilidades

] 101

0 9 X Pa(x) Ps(x)
B -1 1 -1 3 .
6 1 0 0 0 :
1 -1 13 ]
1 -1
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Dominancia estocastica: Exemplo

Probabilidades acumuladas

Evento A B 0 sew< T
0 PE Probabilidades Faw) =<1 se —1<w<1
B -1 1 X Pal Pslx) 1 sew>1
B 1 1 1 3 3
6 1 0 0 0 :
1 -1 13 ]
1 -1

58



Dominancia estocastica: Exemplo

Probabilidades acumuladas

Evento A B 0 sew< -1
Probabilidades Fa(w)=1{1 1<
B P A(w) 1 se —1<w< 1
C] ] 1 X PA(X) PB(X) 1 se w > 1
B -1 1 1 3 ]
0 1 0 0 0 % 0 sew< -1
1 -1 1 5 . ;7 se —1<w<0
FB(W) =9\
1 -1 7 sel0<w<1
T sew>1
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Dominancia estocastica de 12 ordem: definicao

Uma variavel aleatoria real X domina estocasticamente em 12 ordem outra
variavel aleatoria real ¥ se, e somente se, para qualquer funcao monotonica
u:R =R, Eu(X) > Eu(y).

Isso significa que, se X e ¥ representam alternativas distribuicoes de riqueza,
qualquer agente com preferéncias monotonicas que dependam apenas de sua
riqueza, preferira X a .
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Dominancia estocastica de 12ordem: condicao necessaria e suficiente

Uma variavel real aleatoria X domina outra variavel real aleatoria ¥, se, e
somente, para qualquer valor real w P(X > w) > P(y > w) e existir ao menos um
valor real w para o qual P(x > w) > P(y > w).

Se a funcao de probabilidade acumulada da variavel X é F, e a funcao outra
variavel aleatoria y com distribuicao de probabilidade acumulada de j e Fy a
condicao acima é equivalente a, para qualquer w € R,

Fx(w) < Fy(w),

e dw € R tal que
Fx(w) < Fy(w).
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Dominancia estocastica de primeira ordem: Exemplo 1

0 sew< —1

Faw) =43 se —1<w<1
1

sew >1
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Dominancia estocastica de primeira ordem: Exemplo 1

0 sew< —1 p
Faw) =173 se —1<w<1
1 sew>1 ! *

valor pago
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Dominancia estocastica de primeira ordem: Exemplo 1

0 sew< —1 p
Faw) =43 se —1<w<1
1 sew>1 ! y
0 sew< —1
F :
1 se —1<w<0 : 2 o 5
FB(W): . :
5 se0<w<
1 sew>1 :
s : valor pago
—1 1
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Dominancia estocastica de primeira ordem: Exemplo 1

0 sew< —1 p
Faw) =43 se —1<w<1
T sew>1 1 —
0 sew< —1
F :
1 se —1<w<0 : 2 o 6
Fe(w) = ; o< : [
5 se0<sw< : s
1 sew>1 :
6 : valor pago
—1 1
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Dominancia estocastica de primeira ordem: Exemplo 2

Fg

62



Dominancia estocastica de segunda ordem

Uma variavel aleatoria real X domina estocasticamente em 22 ordem outra
variavel aleatoria real § se, e somente se, para qualquer funcao concava e
monotonica u : R — R, Eu(X) > Eu(¥).

Isso significa que, se X e ¥ representam alternativas distribuicoes de riqueza,
qualquer agente com aversao a risco cujas preferéncias sejam monotonicas e
dependam apenas de sua riqueza, preferira X a .

63



Dominancia estocastica de 22 ordem: teste

Condicao necessaria e suficiente

Uma variavel aleatoria X com distribuicao acumulada Fx(x) domina
estocasticamente em primeira (SSD) ordem outra variavel aleatoria § com
distribuicao acumulada Fy(y) se, e somente se, para todo w € R tal que Fy(w) > 0,

/_V:O Fx(2)dz < /_V:O Fy(z)dz

e, para algum w € R,

/W Fx(2)dz < /W Fy(z)dz

—00 —0o0
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Dominancia estocastica de 22 ordem: teste

Condicao necessaria e suficiente

Uma variavel aleatoria X com distribuicao acumulada Fx(x) domina
estocasticamente em primeira (SSD) ordem outra variavel aleatoria § com
distribuicao acumulada Fy(y) se, e somente se, para todo w € R tal que Fy(w) > 0,

/_V:O Fx(2)dz < /_V:O Fy(z)dz

e, para algum w € R,

/W Fx(2)dz < /W Fy(z)dz

—00 —0o0

Condigoes necessarias

ER)>EG) e min(X) > min(§). N



Dominancia estocastica de segunda ordem: exemplo

Probabilidades

Investimento 1 Investimento 2

valor probabilidade valor probabilidade

1 1
7 1 3
1 1
3 6 3
1 1
7 8 3
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Dominancia estocastica de segunda ordem: exemplo

Probabilidades Probabilidades acumuladas
0 sew<kb

Investimento 1 Investimento 2 se4<w<5
Fi(w)

- o <
valor probabilidade valor probabilidade sesSsw<b

— W B

sew > 6
1

6
8

sew <1

I NPT N
W= W= wl—=

se1l<w<b6
F(w) =

se6<w<8

- win wie O

sew > 8
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Dominancia estocastica de 22 ordem: exemplo

Probabilidades acumuladas

(@)

sew < 4
se4<w<5b
se5<w<6

- W =
WIS W
M

sew > 6

(NI
.

(@)

sew <1
sel<w<6

FENRIEN
I

Fr(w) =
W) se6<w<8

— N Wl

sew > 8
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Dominancia estocastica de 22 ordem: exemplo

P
Probabilidades acumuladas
0 sew<é N Fa(w)
1 :
+ ose4<w<b
Fiw) =1} P
7 ses5<sw<6 ;| ?_(:)
1 sew>6 5
1] 5
0 sew<1 2 :
1 1 2
= sel1<w<6 3 :
FZ(W): : N i —
Z se6<w<38 g
17 sew>8
T w
1T 2 3 4 5 6 7 8 9
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Dominancia estocastica de 22 ordem: exemplo

P
Probabilidades acumuladas
0 sew<é N Fa(w)
1 :
+ ose4<w<b
Fiw) =1} P
7 ses5<sw<6 ;| ?_(:)
1 sew>6 5
1] 5
0 sew<1 2 :
1 1 2
= sel1<w<6 3 :
FZ(W): : N i —
Z se6<w<38 g
17 sew>8
T w
1T 2 3 4 5 6 7 8 9

66



Dominancia estocastica de 22 ordem: exemplo

Probabilidades acumuladas

(@)

- W =

oL
—~~
S
N—r
Il
—_ W W= O

sew < 4
se4<w<5b
se5<w<6

sew > 6

sew <1
sel<w<6
se6<w<8

sew > 8

F1(w)
11 ——
7 — E
/] —
2 :
1 Falw) ¢ ¢
37 Y °
il —
2325675;9
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Dominancia estocastica de 22 ordem

Integrais das probabilidades acumula-

das

Fa(x)dx

(@)

5+2(x—6)

X—5

sew < 4
se4<w<5b
se5<w<6

sew > 6

sew <1
sel1<w<b6
se6<w<8

sew > 8

: exemplo

=
.

wiu
L
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Dominancia estocastica de 22 ordem

Integrais das probabilidades acumula-

das

Fa(x)dx

sew < 4
se4<w<5b
se5<w<6

sew > 6

sew <1
sel1<w<b6
se6<w<8

sew > 8

: exemplo

=
.

wiu
L
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Dominancia estocastica de 22 ordem

Integrais das probabilidades acumula-

das

Fa(x)dx

sew < 4
se4<w<5b
se5<w<6

sew > 6

sew <1
sel1<w<b6
se6<w<8

sew > 8

: exemplo

=
.

wiu
L
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Dominancia estocastica de 22 ordem

Integrais das probabilidades acumula-

das

Fa(x)dx

sew < 4
se4<w<5b
se5<w<6

sew > 6

sew <1
sel1<w<b6
se6<w<8

sew > 8

: exemplo

=
.

wiu
L
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Exemplo: espalhamento com preservagao da media

Sey=%X+2 Ez=0eCov(k2) >0, dizemos que a distribuicao de ¥ € um
espalhamento com preservacao da média da distribuicao de X.

Note que, y =X +Z e EZ =0, implicam Ey = EX e oy > oX

Se a distribuicao ¥ € um espalhamento com preservacao de media da
distribuicao de X, entao, a distribuicao de X domina estocasticamente em
segunda ordem a distribuicao de y.
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Exemplo: espalhamento com preservagao da media

Densidade

<y

e




Nao dominancia — exemplo

Probabilidades

Investimento 1 Investimento 2

valor probabilidade valor probabilidade

1 1 3 %
1
1

12 1 8 !
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Nao dominancia — exemplo

Probabilidades Probabilidades acumuladas
0 sew<1

Investimento 1 Investimento 2 Fi(w) =

valor probabilidade valor probabilidade

3
5
8

EN NPT N
W= W= W=

12
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Nao dominancia — exemplo

Probabilidades Probabilidades acumuladas
0 sew<1
i i 1 sel<w<7
Investimento 1 Investimento 2 F1(W) _ 4 >~

valor probabilidade valor probabilidade

: ‘ ; :
g : ’ :
12 : 8 1
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Nao dominancia — exemplo

Probabilidades Probabilidades acumuladas
0 sew<1
Investimento 1 Investimento 2 Fi(w) = 3 sel<w<7
N - g 7< 12
valor probabilidade valor probabilidade p SEISW<
1 1 3 !
7 2 5 3
12 1 8 !
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Nao dominancia — exemplo

Probabilidades Probabilidades acumuladas
0 sew<1
Investimento 1 Investimento 2 Fi(w) = 3 sel<w<7
o - g 7< 12
valor probabilidade valor probabilidade p SEISW<
17 sew>12
1 1
1 1 3 !
7 ! 5 !
12 1 8 !

70



Nao dominancia — exemplo

Probabilidades Probabilidades acumuladas
0 sew<1
Investimento 1 Investimento 2 Fi(w) = 3 sel<w<7
o - g 7< 12
valor probabilidade valor probabilidade p SEISW<
17 sew>12
1 1
1 1 3 !
7 i 5 i 0 sew<3
12 1 8 !

Fz(W) =
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Nao dominancia — exemplo

Probabilidades Probabilidades acumuladas
0 sew<1
Investimento 1 Investimento 2 Fi(w) = 3 sel<w<7
N - g 7< 12
valor probabilidade valor probabilidade p SEISW<
17 sew>12
1 1
1 1 3 !
7 p 5 0 0 sew<3
12 i 8 3 1 se3<w<5
4 3 FZ(W) _ 3 =

70



Nao dominancia — exemplo

Probabilidades Probabilidades acumuladas
0 sew<1
Investimento 1 Investimento 2 Fi(w) = 3 sel<w<7
3
L. L = 7< 12
valor probabilidade valor probabilidade p SEISW<
17 sew>12
1 1
1 1 3 !
7 p 5 0 0 sew<3
12 i 8 3 1 se3<w<5
4 3 FZ(W) — 3 =
Z se5<w<8

70



Nao dominancia — exemplo

Probabilidades Probabilidades acumuladas
0 sew<1

Investimento 1 Investimento 2 sels<w<7/

Fi(w) =
se7<w<12

sew > 12

valor probabilidade valor probabilidade

- W =

3
5
8

sew <3
12

EN NPT N
W= W= W=

se3<w<5

Fo(w) =
(W) se5<w<8

= Wi wes O

sew > 8
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Nao dominancia — exemplo

Probabilidades acumuladas Prob. acum.

0 sew<1
1 se1<w<7 I
Fi(w) =

WINE W
-

7
3 se7<w< 12
1

sew > 12

[N
L

I RN
P
+—t

l



Nao dominancia — exemplo

Probabilidades acumuladas Prob. acum.
0 sew<1
1 1+ *~—
1 osel<w<? ]
Fi(w) = ;’ -
7 se7<w< 12 % : LEK)
T sew>12 3 g
1] i
2 :
1
e

l



Nao dominancia — exemplo

Probabilidades acumuladas Prob. acum.

(@)

sew <1

Ei(w) se1<w<7?
W) =
se7<w<12

—— S F(X)

- W =
WINE W

I

—

sew > 12

[N
L

sew <3

I RN
P
t

se3<w<5

se5<w<8

o
—~~
<
N
Il
- wn W= O

sew > 8 1 3 5 78 12

l



Nao dominancia — exemplo

Probabilidades acumuladas Prob. acum.
0 sew<1
1 1+ ——
- selT<w<?/ I }
AW =15 - R
7 se7<w< 12 % Fa(x) s ; LEK)
T sew>12 3 ' R
1] i
Ho—
5 S ; — ; w
1 3 5 78 12

l



Nao dominancia — exemplo

Integrais
26 4
0 sew <1 3
w X—1 <
/ Fi(X)dx = 643 7 se1<w<7
o0 B0 se7<w< 12 L, |

D4x—12 sew>12

WINNIW
T

72



Nao dominancia — exemplo

Integrais
26 4
0 sew <1 3
w X—1 <
/ Fi(X)dx = 643 7 se1<w<7
o0 B0 se7<w< 12 L, |

D4x—12 sew>12

WINNIW
T

72



Nao dominancia — exemplo

Integrais
26 4
0 sew <1 ’
w X=1 se1<w<7
Fi(q)dx = ¢, <
/oo B0 se7<w< 12 2
A1 x—12 sew>12
0 sew <3 3
W w—3 %
se3<w<5 1|
/_OOFz(W)dX: 2\/3—8 se5<w<8 3
2 <

S+w-8 sew>38
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Nao dominancia — exemplo

Integrais
26 4
0 sew <1 }
» x=1 sel<w<7
Fi(xdx = ¢ ¢ -
/oo w se7<w<12 a |
A1 x—12 sew>12
0 sew <3 3
" w—3 %
se3<w<5 3
/_OOFZ(W)dXZ 2m3/—8 se5<w<8 3
: <

S+w-8 sew>38
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