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Introducao

Os elementos de um jogo

Jogadores Quais sao os agentes envolvidos em um jogo? Em
gue numero? Como serao denominados?

Regras do jogo Quais sao 0s movimentos que cada jogador
pode realizar e quando?

Payoffs Quais sao as preferéncias de cada jogador em
relacao a cada possivel resultado do jogo?
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Jogos na forma extensiva

Sumario

9 Jogos na forma extensiva
@ Representacao de um jogo na forma extensiva
@ Inducao retroativa
@ Casos mal comportados
@ Aplicacles
@ O conjunto de informacao
@ Estratégia
@ Representacao de um jogo na forma estratégica
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Jogos na forma extensiva Representacao

Exemplo: Um disputa entre Embraer e

Bombardier

Suponha que a Bombardier tenha iniciado um projeto de
desenvolvimento de uma aeronave para uma categoria
especifica de vbos regionais. A Embraer deve decidir se
desenvolve ou nao aeronave equivalente e entra para
competir com a Bombardier nesse nicho. Se a Embraer decide
entrar, a Bombardier deve decidir se inicia uma guerra de
precos ou se devide pacificamente o mercado com a
Embraer.Se a Embraer nao entrar, os lucros da Bombardier
com a nova aeronave serao de $1 bilhdo.Se ela entrar e a
Bombardier optar por guerra de precos, as duas empresas
terao prejuizo de $100 milhdes.Caso, com a entrada da
Embraer, a Bombardier decida acomodar, cada empresa tera
lucro de $300 milhdes.
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Jogos na forma extensiva Representacao

Representacao do Jogo Embraer vs.

Bombardier na forma extensiva

Embraer

(-100,-100) (300,300)
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Jogos na forma extensiva Ind. ret.

Solucao do jogo por inducao retroativa

Embraer

(-100,-100) (300,300)
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Jogos na forma extensiva Ind. ret.

Exemplo: escolha de capacidade produtiva

(-100,-100) (600,100) (100,600) (200,200)
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Jogos na forma extensiva Anomalias

O jogo do ultimato

R$ 1.000,00 reais devem ser divididos entre dois jogadores. A
regra para a divisao é a seguinte. Um primeiro jogador propoe
uma divisao (ex. R$ 900,00 para mim e R$ 100 para vocé). O
segundo jogador deve aceitar ou nao essa divisao. Caso ele
aceite, a divisao do dinheiro é feita conforme propos o
jogador 1. Caso ele nao aceite nenhum jogador recebe
dinheiro algum.

Qual a solucao para esse jogo pelo principio da inducao
retroativa? O que deve realmente ocorrer quando esse jogo &
jogado?
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Jogos na forma extensiva Anomalias

O jogo da Centopéia

O jogo comecga com o jogador 1 com R$1,00 e o jogador 2
com nada. O jogador 1 pode decidir parar o jogo, caso no qual
ele fica com seu R$1,00 ou pagar R$1,00 para que 0 jogo
continue. Caso ele pague, a banca adiciona R$1,00 ao R$ do
jogador 1 e passa os R$2,00 para o jogador 2. Este deve
decidir encerrar o jogo ou pagar para que o jogo continue.
Apds a 100%, o jogo é encerrado compulsoriamente.

A B A ~N 50,49

v}
o

(1,0) (0,2) (2,1) (1,3) (48,50)
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Jogos na forma extensiva Aplicagoes

Aplicacao 1: o modelo de Stakelberg ou

lideranca quantidade.

Descricao do modelo

@ Duas empresas devem decidir quanto produzir.

@ Uma dessas empresas, a empresa lider, devera tomar sua
decisao antes da outra.

@ A outra empresa, a empresa seguidora, devera decidir
quanto produzir conhecendo a escolha feita pela empresa
lider.

@ A empresa lider deverd antecipar a reacao da empresa
seguido para tomar a decisao acertada.
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Jogos na forma extensiva Aplicagoes

Exemplo:

Informacoes
@ Funcdo de demanda: p(y1 +y2) =a—b(y1+Y2)
@ Funcgdes de custo: ci1(y1) =cy1 e c2(y2) =Cya.
@ Empresa lider é a empresa 1.
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Jogos na forma extensiva Aplicagoes

Exemplo (cont.)

O problema da seguidora

max[a = b(y1 +y2)ly2 — cy2

Reacao da seguidora:

a-c y

y2(y1) = 5 2

Essa funcdo é chamada funcédo de reacdo da seguidora.

Roberto Guena (USP) Teoria dos Jogos 28 de setembro de 2009 14 /93



Jogos na forma extensiva Aplicagoes

Exemplo (cont.):

O problema da lider

max [@a —b(y1+y2)ly1 —cy1

ait a-—-¢c y1
sujeito a = —
] Y2 b >

a—-c a—-c
2b

y1=

3a—c¢ a 3

y:)’1+)’2=Z b 1

v
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Jogos na forma extensiva Aplicagoes

Exercicio

Considere um modelo de Stackelberg com as seguintes
informacodes:

Demanda: x(p)=a—bp

Custo seguidora: CTs(ys) =Csys

Custo lider: CTi(y)=c1y;

Pede-se

© Qual deve ser a relacdo entre ¢;, cs e a para que, no
equilibrio, ys = 07

O Nesse equilibrio, pode-se considerar que a empresa lider
€ um monopolista?
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Jogos na forma extensiva Aplicagoes

Aplicacao 2: O modelo de lideranca preco

@ Duas empresas: lider e seguidora

@ Produto homogéneo com demanda x(p).

@ A empresa lider deve decidir quanto produzir y; e que
preco praticar p.

@ A seguidora escolhe o nivel de producao ys que torna
maximo o seu lucro dado o preco anunciado pela lider.
Ys =Ys(p))

@ A emp. lider deve escolher p e y; de modo a tornar seu
lucro méaximo, atendendo a condicdo de equilibrio

Yi+Yys(p) = x(p).
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Jogos na forma extensiva Aplicagoes

Exemplo:

Dados
3
Demanda: x(p) =1.000 — Zp
Funcao de custo da seguidora: cs = 2y.?2

2
Funcao de custo da lider: y%

A reacao da seguidora

p
my?x PYys— 2}’52 = ys(p) = Z
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Jogos na forma extensiva Aplicagoes

Exemplo (cont.):

O problema da lider
2
max pyi = e

Sujeita a restrigao y; + ys = x(p) ou
p 3
y/+Z =1.000 - Zp=>p:1.000—y/

O que equivale ao problema 5

Yi
myelnx(l.OOO - Yy — =

v

y; =400, p =600, ys =150
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Jogos na forma extensiva Aplicagoes

Lideranca preco: solucao grafica

s Ys =Ys(p)
unid.
R\ x(p) = ¥s(p)
\
p ——I Y CMg;
PN
v
| vl
| \
I N :X(p)
| | -
ys(P) Vo unid.
RMg/
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Jogos na forma extensiva Aplicagoes

Aplicacao: modelo de barganha de

Rubinstein-Stahl

@ Dois jogadores, A e B, devem concordar em como dividir
uma torta de tamanho 1.

@ No inicio do jogo (t = 0), A deve propor uma regra de
partilha que serd aceita ou ndo por B

@ Caso B aceite a partilha proposta por A, ela é realizada e o
jogo acaba.

@ Caso B nao aceite a proposta de A, cabera a ele oferecer
no periodo seguinte t = 1 uma nova proposta de partilha
e, a A, aceitar ou rejeitar e oferecer uma nova proposta
no periodo seqguinte t = 2. ..

@ A é indiferente entre receber x daqui a n periodos ou a”x
agora e B A é indiferente entre receber y daquia n
periodos ou By agora
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Jogos na forma extensiva Aplicagoes

Modelo de barganha de Rubinstein-Stahl

com horizonte de trés periodos

Melhores propostas por periodo

t Prop. A recebe B recebe
2 A propoe 1 0

1 B propde a l-a
0 Apropdée 1-B(1-a) B(l-a)

v

Melhores propostas por periodo (valores decontados)

t Prop. A recebe B recebe
2 A propde o? 0
1 B propde a? B(1-a)

0 Apropdée 1-B(1-a) B(l-a)

4
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Jogos na forma extensiva Aplicagoes

Modelo de barganha de Rubinstein-Stahl

com horizonte infinito

Chamando de x a parcela que cabe a A segundo sua primeira
proposta, deveremos ter

x=1-B(1l-a(l-B(1l-a(..... )
=1-B(1-oax)

Resolvendo para x encontramos a parcela que caberd a A (x)
e a parcela que cabera a B (1 — x)

1-8 1_X_ﬁ(l—or)
1-ap - 1-aB
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Jogos na forma extensiva Cj. Inf.

O conjunto de informacao

Definicao

Um conjunto de informacao é um conjunto de nés
decisdérios nos quais um jogador sabe que pode estar quando
escolhe uma acao.

4

Comentarios:

@ Em jogos sequenciais com informacao completa, o
conjunto de informacao sera sempre igual a um Unico né.
@ Em jogos com informacao incompleta ou jogadas

simultaneas, esse conjunto pode ser composto por dois
ou mais nés que admitam as escolhas das mesmas acgdes.
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Jogos na forma extensiva Cj. Inf.

Exemplo:

@ Dois jogadores devem escrever, cada um, em um papel o
ndmero zero ou 0 nUmero um.

@ O segundo jogador escolhe seu nUmero sem saber o
ndmero que o primeiro escolheu.

@ Caso a soma dos nimeros seja par, o jogador 1 ganha R$
1,00. Caso contrdrio o mesmo prémio é pago ao jogador
2.
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Jogos na forma extensiva Cj. Inf.

Exemplo (cont.):

cj. inf. jog. 1

(1,0) (0,1) (0,1) (1,0)
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Jogos na forma extensiva Estratégia

Estratégia

Definicao

Uma estratégia é um conjunto de regras que dizem o que
um jogador deve fazer em cada possivel momento de decisao
de um jogo, ou seja, uma estratégia associa uma acao a cada
conjunto de informacao de um jogador.
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Jogos na forma extensiva Estratégia

Exemplo: a escolha da capacidade
produtiva

(-100,-100) (600,100) (100,600) (200,200)
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Jogos na forma extensiva

Exemplo (cont.):

Estratégias da empresa A

G:

Escolher grande.

Estratégia

P:

Escolher pequena.

Estratégias da empresa B

GG:

PG:

Escolher grande caso a
empresa A escolha G e
grande caso a empresa
A escolha P.

Escolher pequena caso
a empresa A escolha G
e pequena caso a
empresa A escolha P.

GP:

PP:

Escolher grande caso a
empresa A escolha G e
pequena caso a
empresa A escolha P.
Escolher pequena caso
a empresa A escolha G
e grande caso a
empresa A escolha P.
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Jogos na forma extensiva

Representacao estratégica do jogo -

exemplo:

F. Estratégica

B
GG GP PP PG
G | —-100,-100 | —100,-100 600, 100 600, 100
P 100, 600 200, 200 200,200 100, 600
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Jogos na forma estratégica

Sumario

e Jogos na forma estratégica
@ Representacao
@ Estratégias dominantes
@ Equilibrio de Nash
@ O modelo de Cournot
@ O Modelo de Bertrand
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Jogos na forma estratégica Representacao

Exemplo

Duas empresas dividem um mercado. Cada uma delas deve
decidir individualmente que politica de precos ird adotar. As
opcdes sao: adotar preco baixo e adotar preco alto. Caso as
duas empresas adotem preco baixo, cada uma terd um lucro
de $10 milhdes por ano. Casos as duas pratiquem preco
elevado, cada uma terd lucro anual de $50 milhdes. Caso um
pratique preco baixo e a outra pratique preco elevado, aquela
empresa que pratica preco baixo terd lucro de $100 milhdes
a0 ano e a que praticou precgos elevados arcara com um
prejuizo anual de $50 milhoes.
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Jogos na forma estratégica Representacao

Representacao do jogo na forma

estratégica

Emp. 2
P. baixo P. elevado
P. baixo | 10, 10 100, -50
P. elevado | —50,100 50, 50

Emp. 1
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Jogos na forma estratégica Estratégias dominantes

Estratégias dominantes: Definicao

Estratégias Dominantes

Diz-se que um jogador possui uma estratégia dominante
em um jogo quando essa estratégia gera o melhor resultado
para esse jogador, independentemente de qual é a estratégia
adotada pelo outro jogados.

Equilibrio com estratégias dominantes

Caso em um jogo os dois jogadores possuam estratégias
dominantes, entdo a combinacao dessas estratégias é
chamada de um equilibrio com estratégias dominantes.
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Jogos na forma estratégica Estratégias dominantes

Exemplo

Emp. 2
P. baixo P. elevado
P. baixo 10, 1012 100, -501
Emp. 1
P. elevado — 50,100 2 50, 50

1 Estratégia da empresa 1 é melhor resposta.
2 Estratégia da empresa 2 é melhor resposta.

@ Preco baixo é estratégia dominante para a empresa 1.
@ Preco baixo é estratégia dominante para a empresa 2.

@ Preco baixo, preco baixo é um equilibrio com estratégias
dominantes.
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Jogos na forma estratégica Estratégias dominantes

O Dilema dos Prisioneiros

Dois parceiros de um crime sao interrogados
simultaneamente por agentes policiais. A cada um dos
criminosos é contada a seguinte histéria: as provas gque
temos contra vocés nos permitem impor uma pena de 3 anos
de prisao para cada um. Todavia, nds sabemos (mas nao
temos provas) que vocés participaram de um sequestro. Se
vocé confessar a participacdo nesse crime, nés podemos
atenuar sua pena da seguinte maneira. Se vocé confessar o
sequestro e seu companheiro ndo confessar, sua pena sera de
apenas um ano e seu companheiro tera pena de 10 anos. A
reciproca é verdadeira. Se ambos confessarem, todavia, ndo
sera possivel atenuar tanto a pena e cada um de vocés sera
condenado a 6 anos de cadeia.
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Jogos na forma estratégica

Estratégias dominantes

O Dilema dos Prisioneiros: Representacao

estratégica

Pris. 1 Confessa

N. Confessa

Pris. 2
Confessa Nao conf.
-6,-612 -1,-101
-10,-12 -3, -3

1 estratégia do prisioneiro 1 é melhor resposta

2 estratégia do prisioneiro 2 é melhor resposta
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Jogos na forma estratégica Estratégias dominantes

Exemplo: disputas trabalhistas

Porcentagem de casos ganhos em disputas
trabalhistas nos EUA

Sindicato
C/ Advogado S/ Advogado
Emp. C/ Advogado 54,46E°> 73,27¢F
S/ Advogado 23,77° 56, 44

E Estratégia da empresa é melhor resposta
S Estratégia do sindicato é melhor resposta
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Jogos na forma estratégica Estratégias dominantes

A batalha do Mar de Bismark: quando

apenas um jogador possui estratégia
dominante

Marinha Japonesa

Norte Sul

Al J

Forca Aer. Americana Norte 2 2
Sul 1/ 3A

A Melhor resposta americana

J Melhor resposta japonesa

@ A marinha japonesa deve escolher norte.
@ Sabendo disso, a forca aérea americana escolhera norte.
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Jogos na forma estratégica Equilibrio de Nash

Equilibrio de Nash

Definicao
Dizemos que ocorre um equilibrio de Nash quando cada

jogador da a melhor resposta a estratégia adotada pelo outro
jogador.
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Jogos na forma estratégica Equilibrio de Nash

Exemplo: guerra de precos entre as

pizzarias de um bairro

Lucros segundo politica de precos

Dom Pepe
Alto Médio Baixo
Alto 60, 60 36,70¢ 36,357
Zia Peppa Médio 70,367 50,50%9 30,35
Baixo | 35,369 | 35,30 25,25

Z estratégia de Zia Peppa é melhor resposta

d estratégia de Dom Pepe é melhor resposta
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Jogos na forma estratégica Equilibrio de Nash

Multiplos equilibrio e coordenacao

Exemplo: Batalha dos Sexos

Ele
Ballet Futebol
Ballet | 2,199 0,0
Ela
Futebol | 0,0 1,299

? Escolha dela é melhor resposta.
9 Escolha dele é melhor resposta.
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Jogos na forma estratégica Equilibrio de Nash

Multiplos equilibrios: ponto focal.

Exemplo: Corrida armamentista - controlar ou construir armas
nucleares

U.R.S.S.
Controla Constroi
AR
USA Controla ‘ 4,4 1,3
Constrdéi 3,1 2, 2AR

A U.S.A. escolheram a melhor resposta
R U.R.S.S. escolheram a melhor resposta
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Jogos na forma estratégica Equilibrio de Nash

Infinitas escolhas

Exemplo: o jogo da metade da média

Dois jogadores devem escolher simultaneamente um nimero
real maior ou igual a zero e menor ou igual a 100. Se o
numero escolhido por um jogador for igual a metade da
média entre os dois nUmeros escolhidos, esse jogador
ganhara um prémio de R$5.000,00.
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Jogos na forma estratégica Equilibrio de Nash

Solucao

Sejam x1 o0 niUmero escolhido pelo jogador 1 e x> o nUmero
escolhido pelo jogador 2. Para que x; seja a melhor escolha
do jogador 1 dado x, é preciso que

(X1 —|—X2)/2 X2
=" sxa=. (1)

Para que x, seja a melhor escolha do jogador 2 dado x; é
preciso que

X2 =—"—T—"=>X2=—. (2)

O equilibrio de Nash ocorre quando (1) e (2) ocorrem
simultaneamente, ou seja quando

X1=X2=0
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Jogos na forma estratégica Equilibrio de Nash

Solucao grafica

X2
Curva de reacao
dojog. 1
80 +
60 +
Curva de reacao
40 T Equil. Nash do jog. 2
20 +
0 i i i i X1

0 20 40 60 80
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Jogos na forma estratégica Cournot

O Modelo de Cournot

Duopdlio de Cournot com custo marginal constante e
demanda linear.

Duas empresas sao as unicas a produzir um determinado
bem. Cada uma delas produz com um custo médio constante
igual a c. A funcao de demanda por esse bem é dada por
p=a—b(y1+y2)naqual péoprecode demandaey; ey,
sao as quantidades produzidas pelas empresas 1 e 2,
respectivamente.
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Jogos na forma estratégica Cournot

Solucao: equilibrio de Nash

Os lucros da empresa 1, m;, e da empresa 2, m,, Sao iguais a
m =[a—-b(y1+y2)ly1-cy1
My =[a—b(y1+Yy2)ly2—cy2

As funcdes de melhor resposta dessas empresas serao,
portanto

a—-c y2
= - 3
y1 b > (3)
a-c »n
_ - 4
y2 b > (4)

O equilibrio de Nash é obtido quando (3) e (4) sao
simultaneamente verdadeiros, ou seja, quando
a-—c¢

Y1:}/2=¥

Roberto Guena (USP) Teoria dos Jogos 28 de setembro de 2009 49 /93



Jogos na forma estratégica Cournot

Solucao: equilibrio de Nash (cont.)

Substituindo g; = 3 e g = 3 na funcao de demanda, obtemos
o preco de equilibrio.
a-c a+2c

3pb 3
Substituindo essas valores nas expressdes do lucro de cada
empresa, obtemos

p=a-—-b(y1+yz2)=a-2b

at2ca-c a—c
m = —c = —(a-c)?
3 3b 3b 9b
at+2ca-c a—c¢ 1
M = —c = —(a—-c)?
3 3b 3b 9b
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Jogos na forma estratégica Cournot

Equilibrio de Nash: Solucao Grafica

Curva de reacao
da empresa 1

Eq. Nash (Cournot)

Curva de reacao
empresa 2
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Jogos na forma estratégica Cournot

Modelo de Cournot: o caso geral

Considere agora o caso em que ha n empresas, produzindo
um bem homogéneo cuja funcao de demanda inversa é dada
por

com

<

I
[

=<

i=1
sendo y; é o produto da empresa i e a funcao de custo da
empresa j é

cilyi), i=1,2,...,n.
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Jogos na forma estratégica Cournot

Modelo de Cournot: o caso geral

Condicao de equilibrio

A empresa i deve escolher y; de modo a maximizar seu lucro

n
p ( y,-) yi—Ci(yi)
i=1

dado quanto é produzido pelas outras empresas. A condicao
de maximo de primeira ordem é

dp ,
p+ d_yyi = C,‘(yi)
dpyyi
1+ —==|=cl(yi
p ( dypy (i)
p = CMg; G
€l
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Jogos na forma estratégica Cournot

Exemplo:

Considere uma indudstria com 35 firmas, todas com a mesma
funcao de custo dada por c(g;) = 2q;, em que g, € a produgao
dafirmai(i=1,...,35). DefinaQ = 2/3:1 5g; . A demanda de
mercado é dada por p(Q) = 362 — 2Q. Supondo que as firmas
se comportam como no modelo de Cournot e dado que elas

sao idénticas, cada firma produzird a mesma quantidade g*.
Determine g*.

Roberto Guena (USP) Teoria dos Jogos 28 de setembro de 2009 55/93



Jogos na forma estratégica Cournot

Solucao

A condicao de equilibrio da empresai, i=1,2,...,35, é

dp
p+—=qi=CMg;

dQ
362-2Q-2g;=2
qi=180-0
Issoimplicagi=q>=...=g,=q*=180-0Q e

35
Q=) .qi=35q".
i1

Assim,
g*=180-359g*=>q* =5
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Jogos na forma estratégica O Modelo de Bertrand

O Modelo de Bertrand

Hipoteses

@ Duas empresas (1 e 2), cada uma deve escolher o preco
de seu produto (p; e p>).

@ Produto Homogéneo

@ Producao com rendimentos constantes de escala e custo
médio constante igual a ¢

@ Funcdes de demanda

X(gl)i| Caso pP1 <pP2
xi(p1p2)] _ :x<p1>/2} _
[Xz(pl,pzﬂ = xtpay2] ° Pr=p2

0

X(Pz)} Ccaso pP1>pP2
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Jogos na forma estratégica O Modelo de Bertrand

O Modelo de Bertrand

A funcao de lucro da empresa 1

pix(p1) — cx(p1)

Te——o——
N & .

pm P1

/ﬂl(PLpz)
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Jogos na forma estratégica O Modelo de Bertrand

Modelo de Bertrand

“Funcoes” de reacao e equilibrio de Nash

p1(p2) = p2(p1) =
Pm S€ P2 > Pm Pm S€ P1 = Pm
? sec<p2<pPm ? sec<p1<pPm
p12c sep2=cC p22=c sepi1=cC
p1>p2 sepz<c p2>p1 sepi1<c

Equilibrio de Nash
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Jogos na forma estratégica O Modelo de Bertrand

Bertrand com diferenciacao de produto

Exemplo

Duopolistas, denominados A e B, concorrem em um mercado
com produtos diferenciados por meio da escolha de precos.
Os dois determinam seus precos simultaneamente,
configurando um equilibrio de Nash. Sao dadas as funcgdes:
Demanda: ga=21—-pa+ps € qsg=20-2pg+ pa Custos:
CA(qA) =qa+ 175 e CB(qB) = ZqB +100

€m que ga e gs Sao as quantidades e ps e pg 0s precos dos
produtos de A e B, respectivamente. Pede-se: o somatério
dos lucros das duas empresas.

Resposta: 78
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Equilibrio de Nash e jogos sequenciais

Sumario

Q Equilibrio de Nash e jogos sequenciais
@ Subjogos
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Equilibrio de Nash e jogos sequenciais

Exemplo: jogo da escolha de capacidade.

Representacao estratégica

GG GP PP PG

AB AB
G  -100,-100  -100,-100 600, 100 600, 100

AB A B
P 100, 600 200, 200 200, 200 100, 600

Equilibrios de Nash

Sao trés: {G, PP}, {G,PG} e {P, GG}, mas apenas {G, PG} é
compativel com o principio de indugao retroativa.

| A\

v
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Equilibrio de Nash e jogos sequenciais Subjogos

Subjogos

Definicao:

Um subjogo é uma parte de um jogo em forma extensiva com
as seguintes propriedades:
© Comeca com um conjunto de informacéo contendo um

Unico n6 de decisao e contém todos os nds que sao seus
sucessores (imediatos ou ndo) e apenas esses nos.

© Se um nd x faz parte de um conjunto de informacdo H e
também faz parte de um subjogo, entao todos os nodos
de H também fazem parte desse subjogo.
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Equilibrio de Nash e jogos sequenciais Subjogos

Exemplo

(4,4) (5,0)(0, 5) (3,3)
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Equilibrio de Nash e jogos sequenciais

Exemplo

Roberto Guena (USP)

Subjogos

O jogo todo é um
subjogo

\
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
[

(5,0)(0, 5) (3,3) )

Teoria dos Jogos

/7

/

/
/

28 de setembro de 2009 65/93



Equilibrio de Nash e jogos sequenciais Subjogos

Exemplo

Esse é outro subjogo
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Equilibrio de Nash e jogos sequenciais Subjogos

Exemplo

(4,4)

Roberto Guena (USP)

Teoria dos Jogos

\
|
|
|
I
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1Isso ndo é um sub-
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Equilibrio de Nash e jogos sequenciais Subjogos

Exemplo

Isso ndo é um subjogo

(4,4) (5,0)(0, 5) (3,3)
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Equilibrio de Nash e jogos sequenciais Subjogos

Equilibrio de Nash perfeito de subjogos

Definicao

Uma combinacao de estratégias é um equilibrio de Nash
perfeito de subjogos de um jogo caso ela induza um equilibrio
de Nash em todos os subjogos desse jogo.
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Equilibrio de Nash e jogos sequenciais Subjogos

Exemplo:

O Jogo da escolha de capacidade

(-100,-100) (600,100;;'15100,600) (200,200)

Subjogo A Subjogo B

/
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Equilibrio de Nash e jogos sequenciais Subjogos

Exemplo

Analise dos equilibrios de Nash

P & GG Induz equilibrio de Nash no jogo e no subjogo B,
mas nao no subjogo A.

G & PP Induz equilibrio de Nash no jogo e no subjogo A,
mas nao no subjogo B.

G & PG Induz equilibrio de Nash no jogo, no subjogo A e
no subjogo B. Logo, é o Unico equilibrio de Nash
perfeito de subjogos.
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Jogos com repetigao

Sumario

e Jogos com repeticao
@ Cartel
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Jogos com repetigao

Exemplo:Dilema dos prisioneiros com

repeticao

@ Considere um jogo do tipo dilema dos prisioneiros jogado
mais de uma vez.

@ A repeticao do jogo pode induzir a cooperacao entre os
jogadores, pois possibilita que o comportamento nao
cooperativo por parte de um jogador em uma repeticao
seja punido pelo outro jogador na repeticao seguinte.

@ Se 0 jogo é jogado um nUumero finito e definido de vezes,
pelo principio da indugao retroativa, ndo haverda
cooperacgao.
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Jogos com repetigao

Exemplo: dilema dos prisioneiros com

repeticao

Algumas possiveis estratégias

@ Estratégia bonzinho: sempre cooperar.

@ Estratégia malvado: nunca cooperar.

@ Estratégia trigger: comecar cooperando. Se o outro
jogador deixar de cooperar em algum momento, nunca
mais cooperar.

@ Estratégia tit-for-tat: cooperar na primeira rodada. Nas

outras rodadas repetir a estratégia do outro jogador na
rodada anterior.
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Jogos com repetigao

Exemplo: dilema dos prisioneiros com
repeticao

Alguns equilibrios de Nash (supondo baixa taxa de
desconto):

@ Ambos escolhem a estratégia malvado.

@ Ambos escolhem a estratégia trigger.

@ Ambos escolhem a estratégia tit-for-tat.

@ Um jogador escolhe tit-for-tat e o outro escolhe trigger.

Nao sao equilibrios de Nash
@ Ambos escolhem a estratégia bonzinho.
@ Um jogador joga tit-for-tat (ou trigger) e o outro malvado.

4
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Jogos com repetigao
O experimento de Robert Axelrod

Robert Axelrod é um cientista politico da Universidade de
Michigan. Ele pediu a diversos especialistas em teoria dos
jogos que enviassem suas estratégias favoritas em um jogo
do tipo dilema dos prisioneiros com repeticao. Em um
computador, ele simulou os resultados desse jogo
confrontando todas as estratégias duas a duas. A estratégia
com melhor performance foi a tit-for-tat.
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Jogos com repetigao Cartel

Cartel em um jogo sem repeticao

@ n empresas produzem um produto homogéneo. As
quantidades produzidas sao y; e as funcdes de custo sao

Ci(yi) i=1,...,n).
@ A demanda inversa pelo produto é dada por p(y) na qual
n
y=2_1Yi

Objetivo do Cartel

n
max p(y)y — >, Ci(yi)
yll"'lyn I:l

n
com y=3,
i=1

v
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Jogos com repetigao Cartel

Cartel em um jogo sem repeticao

Condicao de lucro maximo

dp(y*) , _dGy)
y =
dy dy;
Com igualdade caso y* >0, sendo y* = Zley/.*

Uma interpretacao

Caso tenhamos yj* >0ey; >0, entao

j=1,...,n

p(y™*)+

acj(y;")  de(yy)

ou CMgjy*)=CM .
o dyx gi(y;") Ik(Yy)
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Jogos com repetigao Cartel

Cartel em um jogo sem repeticao
Instabilidade do Cartel

O lucro da empresa j no cartel é

TG - Y ) =Py )Y —Gly))

Sera vantajoso burlar o cartel caso on(yy, ...,y )/dyj>0.

oMY, YY) .. dp(y*) ., dgy[)
=py")+ i =
oyj dy dy;
dg ( dp(y*)
A condigcao de 6timo é =p(y*)+ day Y . Logo,
aﬂj(y,---,y) dp(y*) ., .
T oy W oy>o
‘l H,—/ <'o
<0
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Jogos com repetigao Cartel

Formacao de cartel em um jogo com

repeticao

Termos
@ 7" = lucro da empresa i no cartel.

@ 7o = Lucro imediato da empresa i caso ela abandone o
cartel.

@ 7 = Lucro posterior da empresa i caso ela abandone o
cartel.

@ r; = taxa de desconto da empresa i

v

Condicao para a estabilidade do cartel

. 1T.*—1"f,‘
1T,-0—1T.*<’—
L r

v
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Jogos com repetigao Cartel

Exemplo:

@ Duas empresas produzem um produto homogéneo com
custo médio constante igual a c. Suas producdes serao
notadas por y1 e y».

@ A funcao de demanda é dada por p(y) = a — by na qual

y=Yyi+tya.
Em cada periodo teremos Em cada periodo teremos
a—-c a—-c
Yi=y2= 3b Yi=y2= b
e e
1(a-c)? 1(a-c)?
7T1=1T2=§T nlznzng
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Jogos com repetigao Cartel

Exemplo (cont)

Melhor ganho ao burlar o cartel

a-c
max[ b(y1+—ﬂ yi—¢ay1

y1 4p
5a-c
. V10=57
. 9 (a—c)?
T — - -
764 b
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Jogos com repetigao Cartel

Exemplo (cont)

Estabilidade do cartel

Suponha que a empresa 2 jogue a seguinte estratégia do
gatilho: comeca produzindo a quantidade de Cartel. Caso a
empresa 1 nao faca o mesmo, ela passa a produzir a
quantidade de Cournot. Nesse caso a condicao de
estabilidade do cartel sera

9 (a—-c)? 1l(a—c)? - 1

64 b 8 b " r

8 b 9 b

(1(a—c)2 l(a—c)z)

Isso ocorreré caso 8
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Estratégias mistas

Sumario

@ Estratégias mistas
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Estratégias mistas
Estratégias mistas

Definicao

Dizemos que um jogador escolhe uma estratégia mista
guando ele sorteia a estratégia que ird adotar com
probabilidades por ele definida.

Equilibrio de Nash com estratégias mistas

Quando cada jogador escolheu uma estratégia mista que
maximiza seu payoff esperado dada estratégia mista adotada
pelo outro jogador, dizemos que ocorreu um equilibrio de
Nash em estratégias mistas.
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Estratégias mistas

Exemplo

Exemplo: Batalha dos Sexos

Ele
Ballet Futebol
Ballet | 2,199 0,0
Ela
Futebol | 0,0 1,299

? Escolha dela é melhor resposta.
9 Escolha dele é melhor resposta.
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Estratégias mistas
Exemplo (continuacao)

payoffs esperados

@ Sejam m; e m, as probabilidades com que ela e ele,
respectivamente escolhem ballet.

@ O payoff esperado dela sera

2mmy + (1 —m)(l—m)=CBm —-1)m1+1—-m

@ O payoff esperado dele sera

mmy+2(l—m1)(l—m2)=3m1 —2)M2+2—-2m
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Estratégias mistas

Exemplo (continuacao)

Funcoes de melhor resposta

Ela:

Ele:

Roberto Guena (USP)

m1(m2) =4 [0, 1]

‘IT2(T[1) = A

[0, 1]

Teoria dos Jogos

Caso

Ccaso

Ccaso

Caso

Caso

Caso

1
TT < —
2 73

1
m, =—
2 73

1
Tt > —
2 73

2
T < —
1 =3

2
T ==
1 73

2
Tt > —
173
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Estratégias mistas

Exemplo

Equilibrios de Nash c/ estratégias mistas

> Eqg. Nash est. mist.
T 9]

[

©
21 5
3 o

>

—_
1 o
3 [ Clrv. reac. dela

1 M1

Wl
WINY
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Estratégias mistas

Exemplo

Dois jogadores e duas estratégias: o caso geral

Bl B2

Al | a1, b1 aiz, b1z

A

A2 | a»x, br azz, bz

Sejam 1, probabilidade com que A escolhe A1 e g a
probabilidade com que B escolhe B3, 0s ganhos esperados
serao:

A: Tmp[ngail + (1 —mg)aiz] + (1 —ma)[mgaz + (1 — mg)az:]
B: Tmg[mab11 + (1 — Ta)b21] + (1 — g)[Ta b12 + (1 — Ta)b22]
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Estratégias mistas

Exemplo

Dois jogadores e duas estratégias: o caso geral (cont)

@ semgail + (1 —mp)aiz > mgaz + (1 — mg)azz, a melhor
resposta do jogador A sera escolher my = 1.

@ se Tigail + (1 - ‘ITB)alz < Tigadjp1 + (1 - ‘ITB)aZZ, a melhor
resposta do jogador A sera escolher my = 1.

Assim, A terd como melhor resposta uma estratégia mista nao
degenerada (com 1y #0 e ma # 1) apenas caso.

TMgail + (1 — ‘ITB)alz = Tgady + (1 - ‘ITB)azz

De modo andlogo, B terd como melhor resposta uma
estratégia mista nao degenerada apenas no caso que

TMab11 + (1 — Ta)b21 = A b12 + (1 — Ta)b22
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Estratégias mistas

Exemplo

Dois jogadores e duas estratégias: o caso geral (cont)

O equilibrio de Nash com estratégias mistas nao degeneradas
€ encontrado resolvendo para m4 e T 0 sistema

{ Mg a1 + (1 —mp)aiz = Mg az + (1 — mp)az
TMa b11 + (1 — Ma)b21 = Ma b12 + (1 — TMa)b22
obtendo-se as probabilidades de equilibrio de Nash:

b2z — b1

dz2 —aiz
b11 + b2 — (b12 + b21) ai1 +ax — (a2 +a2)
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Estratégias mistas

Exemplo

Dois jogadores e duas estratégias: um exemplo numérico

Bl B2
Al]10,2 @ 2,10
A2 55 10,2

A

Sejam 1y probabilidade com que A escolhe A1 e 1t a
probabilidade com que B escolhe B, no equilibrio de Nash em
estratégias mistas essas probabilidades serdo:

10-2 8 2-5 3

Tip

10+10-(2+5) 13 212-(10+5) 11
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