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Descricao

Insumos sao 0s itens que sao incorporados ao produto e/ ou aos residuos da
producao;
Produtos sao os itens que resultam do processo produtivo;
Producao é o processo de transformacao de insumos em produtos;

Fatores de producao sao as fontes de insumo empregados na producao.

Muitos autores, diferentemente do que fazemos aqui, usam fatores de producao e
iNSUMOS cOMOo SinGNiMos.



Tipos de fatores de producao

Estoque de bens 5 . .
Estoques de bens que serao empregados como insumos do processo produtivo

(matérias primas, combustiveis).

Fundos de servicos

Objetos empregados mas nao consumidos no processo produtivo. Dizemos que a
producao consome 0s servicos desses objetos. Seu uso € medido em tempo e,
em alguns casos intensidade. Exemplos: maquinas, instalacoes, equipamentos,
terra agricola, forca de trabalho.



Empregaremos o termo bem para designar tanto bens fisicos quanto servicos
consumidos em processo de producao ou de consumo final. Desse modo, todo
insumo do processo produtivo € um bem.

Um bem é perfeitamente identificado por suas caracteristicas intrinsicas mais a
localizacao e 0 momento de tempo no qual é disponibilizado.



Descricao da produgao

Nimero de bens ¢ indexados por ¢ =1,2,....,¢;

Nimero de produtores n indexados porj =1,2,...,n;

Producao liquida y,» = producao do bem h menos uso do bem h pelo produtor
J-

Plano de produgao ou vetor de producao liquida

y; = (yj,la Yjos- ayj,Z)

Conjunto de produgao de um produtor j qualquer, notado por Y; € o conjunto de
planos de producao que sao fisicamente factiveis para esse
produtor, dada a tecnologia existente.
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Exemplo, ¢ =3
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Corte paralelo ao plano y, ; X y, ; (1 produto 2 insumos)

Yj2

Yia

. AN (yj,l,yj,z’y;,3> ey

10



Corte paralelo ao plano y, ; x y, ; (2 produtos 1insumo)
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Corte paralelo ao plano y, ; X y; (2 produtos 1 insumo)
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Funcao de transformacao

Uma fungao de transformagao associada a um conjunto de produgao Y; C R¢ é
uma fungao continua F; : R* — R tal que, para qualquer y,; € R

F;(y;) = 0se, e somente se, y; pertence a fronteira de Yl4],

F;(y;) < 0se, e somente se, y; é ponto interior de Y; e

Fi(y;) > 0 se, e somente se, y; & ponto exterior a Y.
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Funcao de transformacao — ilustragao, ¢ = 2
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Funcao de transformacao — ilustragao, ¢ = 2

Fi(y;) <0
Fy(yj) =0
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Exemplo: £ =2

O conjunto de producao da ilustragao anterior €

3
Y; = {yj,l,yj,z |yj0<0€y;1 < 7y _yj,l}

Tal conjunto de producao admite a seguinte funcao de transformacao

9
Fj(yj,pyj,z) = max {yj,lv - (yj,22 + Z?/j,l)}



A taxa marginal de transformacao

Em qualquer plano de producao sobre a fronteira de transformacao, ou seja, para
qualquer plano de producao y’ tal que F(y}) = 0, a taxa marginal de
transformacao entre os produtos hehédada por

OF(y")/oh
e OF(y})/0h

ATMT,; 5, corresponde a inclinacao da fronteira de transformacao na fatia
paralela ao plano Yii X Yih
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Notacao para comparagao de vetores

Sejam y’,y7 € R® entdo

y;=y; e Vhe{l,2,...0},y;, =y,
Y; >y e Vhe{1,2,..0},y;, >y,
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Notacao para comparagao de vetores
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Eficiencia técnica

Um plano de producao y; € dito tecnicamente eficiente em relagao a um
conjunto de produgao Y; caso

y; €Y, e dy; €Y1y >y,

Todo plano de producarao eficiente encontra-se na fronteira do conjunto de
producao. Porém, nem todo plano de producao na fronteira do conjunto de
producao é eficiente.
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Rendimentos de escala

Dizemos que Y; apresenta
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Hipoteses usuais

Y; e fechado

Possibilidade de inatividade: 0 € Y.

No free lunch: Y; nR{ c {0}

Livre descarte (free disposal): y, € Y, ey, <y; =y, €Y,
Irreversibilidade: Y, N —Y; C {0}

Replicabilidade: y; € Y;,t € N = ty; €]

Divisibilidade: y; € Y;,0 <a<1=ay; €Y

Aditividade: y;,y, €Y, =y, +y; €Y;



Hipoteses usuais

Y; e fechado

Possibilidade de inatividade: 0 € Y.

No free lunch: Y; nR{ c {0}

Livre descarte (free disposal): y, € Y, ey, <y; =y, €Y,
Irreversibilidade: Y, N —Y; C {0}

Replicabilidade: y; € Y;,t € N = ty; €]

Divisibilidade: y; € Y;,0 <a<1=ay; €Y

Aditividade: y;,y, €Y, =y, +y; €Y;

Convexidade y,;,y; €Y, 0<a<l=ay,+(1—-a)y;€Y;



Neutralidade de escopo

Assuma as hipoteses de possibilidade de inatividade e de no free lunch e, para
cada bem h, defina o conjunto

V) ={y, €¥;ly;n 2 0.h #h=y;; <0}

Diremos que Y; apresenta neutralidade de escopo, caso, para qualquery; € Y;,
existamy} e Y}',y? e Y2, ...y} e Y/ tais que

ity ety =y,
e, para quaisquery} € Y}',y3 € Y2, ...yl e Y/

Vi+yi+etyieY,
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Neutralidade de escopo — exemplo

Suponha ¢ = 3 e a seguinte funcao de transformacao
2 2

F(y;1,Yj2,Yj2) = y;1 + max {07 yj,z} + max {01 yj,B}

O conjunto de producao associado é
2 2
Y; = {yﬂ,yj,z,yj,g ‘ yja < —max {0,y;5}" —max{0,y;5} }
E 0os conjuntos com producao de apenas um bem sao
VP ={0.9;2.9;3 | ¥;2 < 0,55 <0}
2
Yj2 = {yj,layj,Qayj,3 ‘ Yj1 < _maX{O>yj,2} Y3 < O}

2
Yj?’ — {yj71,yj72,yj73 ‘ Yi1 < —maX{Oyyj,S} Yjo < 0}

Moste que esse conjunto de producao apresenta neutralidade de escopo -



Neutralidade de escopo

Mostre que o conjunto de producao definido pela funcao de transformacao

Fj (?Jj,p Yj2s yj,s) = —min {O; Yii }2 -+ max {07 yj,z}z —+ max {0> yj,3}2

Nao apresenta neutralidade de escopo.

22



Funcao de produgao

Assuma que o conjunto de producao de um produtor j qualquer apresente
neutraliade de escopo. Nesse, caso, podemos definir para cada bem h para o qual
ha possibilidade de produgao liguida positiva a fungao f; ;, : R’ — R definida por

fin(2;0) = max{qg— 2 | —2;, +a, €Y}

em que a;, € um vetor com todos 0s componentes nulos a excecao do h-ésimo
componente que deve serigual a g,

23



Se a funcao de transformacao do produtor j €

F(?Jj,p Yj2s yj,Q) = Y;1 + max {Oa yj,2}2 -+ max {0; yj,3}2 )

A funcao de producao de producao do bem 2 sera

2%



Se a funcao de transformacao do produtor j €

2 2
F(?Jj,p Yj2s yj,z) = Y;1 + max {Oa yj,z} -+ max {0; yj,g} )
A funcao de producao de producao do bem 2 sera

fi2(25215 %22, 25,2.3) Z4,2,1

2%



Se a funcao de transformacao do produtor j €

F(?Jj,p Yj2s yj,Q) = Y;1 + max {Oa yj,2}2 -+ max {0; yj,3}2 )

A funcao de producao de producao do bem 2 sera

F32(25215 %122, 25,23) = \/Zj2.1
E a funcao de producao do bem 3 sera
Fi3(25315 %132, 25,33) = \/Z531

2%



Simplificacoes

No que se segue, eliminaremos o0s subescritos da funcao de producao e do vetor
de insumos.
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Funcao de producao e hipoteses sobre producao

Inatividade: 0 pertence ao dominio de fe 0 > 0;
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Funcao de producao e hipoteses sobre producao

Inatividade: 0 pertence ao dominio de fe 0 > 0;
No free lunch: f(0) <0;
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Funcao de producao e hipoteses sobre producao

Inatividade: 0 pertence ao dominio de fe 0 > 0;
No free lunch: f(0) <0;
Livre descarte: z' > z” = f(z') > f(z”);
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Funcao de producao e hipoteses sobre producao

Inatividade: 0 pertence ao dominio de fe 0 > 0;
No free lunch: f(0) <0;

Livre descarte: z' > z” = f(z') > f(z”);
Replicabilidade: Vt € N, f(tz) > tf(z);
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Funcao de producao e hipoteses sobre producao

Inatividade: 0 pertence ao dominio de fe 0 > 0;
No free lunch: f(0) <0;

Livre descarte: z' > z” = f(z') > f(z”);
Replicabilidade: Vt € N, f(tz) > tf(z);
Divisibilidade : 0 < a <1 = f(az) > af(2)
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Funcao de producao e hipoteses sobre producao
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Funcao de producao e hipoteses sobre producao
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Funcao de producao e hipoteses sobre producao
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0
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Funcao de producao e hipoteses sobre producao

Inatividade: 0 pertence ao dominio de fe 0 > 0;

No free lunch: f(0) <0;

Livre descarte: z' > z” = f(z') > f(z”);

Replicabilidade: Vt € N, f(tz) > tf(z);

Divisibilidade : 0 < a <1 = f(az) > af(2)

Aditividade: f(z' +2z”) > f(z') + f(z");

Rendimentos nao crescentes de escala: Va > 0, [f(az) — af(z)] /(1 —«a) >0
Rendimentos nao decrescentes de escala: Va > 0, [f(az) — af(z)] /(1 —a) <0

Convexidade da conjunto de produgao: A funcao de producao é concava:
Vo<a<l,flaz'+(1—a)z"]| > af(z')+ (1 —a)f(z")
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Medidas de produtividade

Produtividade média

PMe;, = fiz)
h

Sindnimos: produto médio, rendimento médio.
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Medidas de produtividade

Produtividade média

PMe;, = fiz)
h

Sindnimos: produto médio, rendimento médio.

Produtividade marginal
of(z)
8Zh

Sinonimos: produto marginal, rendimento marginal.

PMgh =
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Exemplo: funcao Cobb-Douglas
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Exemplo: funcao Cobb-Douglas
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Exemplo: funcao Cobb-Douglas

¢
f(z) :Atho‘h , Q.00 >0

h=1
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Exemplo: funcao CES

2

» !

¢
Zahzh’)] ) al,...,a£>0,2ah:1,’y>0.
h=1

h=1

f(z)=A
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Exemplo: funcao CES
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» !

¢
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>

A 4
PM@;‘L = % Zahzhp
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Exemplo: funcao CES

2

¢ » ¢
Zahzh’)] ) al,...,a£>0,2ah:1,’y>0.
h=1

f(z)=A

h=1

2

A ¢ »
PM@;‘L = % [Z ahzhp]
h=1

J—P
P

PMg;, = va;2;,"~

¢
AZahzhp]
h=1
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Produtividades meédia e marginal — interpretagao grafica
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Elasticidade de escala
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Elasticidade de escala
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Elasticidade de escala e rendimentos de escala

“h azh

h h
i f0) —af@) _ [ @) -3 af<az>] R W)

h=1
h
- /(@) [1—2 fjhfgz(hq f) 1 1)

Logo a funcao de producao apresenta localmente rendimentos crescentes de
escala caso n > 1, rendimentos constantes de escala caso n = 1 e rendimentos
decrescentes de escala caso n < 1.
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Exemplo: funcao Cobb-Douglas

4
f(z) = AH 2p%r, 0qy.,0p 20
h=1

A 4
PMe; = — H zp &
“h h=1
o L
PMg; = AL H zp %
“h h=1
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Exemplo: funcao Cobb-Douglas

4
f(z) = AH 2p%r, 0qy.,0p 20
h=1

A 4
PMe; = — H zp &
“h h=1
o L
PMg; = AL H zp %
“h h=1

3 0
¢ Y5 ay,
- A 23, Hh:l “h
= Z A

4 (0%
& = h
h=1 =z thl “h
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Exemplo: funcao Cobb-Douglas
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Exemplo: funcao CES

f(z) =A

o
P

¢
, al,...,a£>O,Zah:1,’y>O.

)
E apzp”
h=1
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Exemplo: funcao CES

o
P

¢
, al,...,a£>O,Zah:1,’y>O.
h=1

x
P

f(z) =A

‘
h=1
A [
PM@}‘I = — Zahzhp
“h | h=1

=P

J4 T
PMg; = Avyazz;,P~! [Z ahzhp]
h=1
i yp
7 ¢ Aryaf—bzﬁpil [thl ahzhp] ’
= ¥

4 A [t 1
h—1 F [Zh:1 ahzhp]
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Exemplo: funcao CES

ol
Y 7 ;
f(z):A E ahzhp , al,...,a£>07 E ah:177>0-
h=1 —
¢ ol
A P
PM@;I = — § ahzhp
“h | h=1
a—p
L P
- -1
PMg;, = Ayazz,7 7" | Y anzy?
h=1
1 Y 1= ¢
? o a5 o,
_ Avyay,z, [Zh:1 ap2p } - Z%,:1 a e
n= y: A l P % - Z@ s 20 P
h=t Zf, thl Uy h=1 "h~h
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Exemplo: funcao CES

el
l P )
f(z):A E ahzhp , al,...,a£>07 E ah:177>0-
h=1 he1
‘ ol
A P
PM@;I = — § ahzhp
“h | h=1
=P
L o
— —1
PMg;, = Ayazz,7 7" | Y anzy?
h=1
1 Y 1= ¢
¢ = 175 y
_ Aryahzh [thl Gy zp ] - Zh:l as 3, B
n= y A ) 0 % - Z@ A =
h=t 25, thl h<n h=1 "h~h
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.
h=1 zp+1

n= =z
thl In(z, +1)
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